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FTC- Faculdade de Tecnologia e Ciências
Disciplina: Álgebra Linear 

Professora: Maria Cecília Teles 
Curso: Engenharia Mecatrônica

Texto 03:   Resolução e Discussão de um Sistema Linear

O método de escalonamento de uma matriz vai servir como base para a resolução de sistemas lineares. Para isto, consideramos a matriz ampliada do sistema e escalonamos para obtermos uma matriz equivalente LRFE.

Exemplos:

1) 
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     A matriz ampliada do sistema é 
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. Vamos escalonar esta matriz para obter a matriz equivalente LRFE
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[image: image6.wmf]
A última matriz da seqüência acima é uma matriz LRFE linha equivalente à matriz ampliada do sistema dado  e corresponde à matriz ampliada do sistema 
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O sistema final é equivalente ao sistema dado,  logo têm as mesmas soluções. Portanto a solução do sistema é { ( 4, 3, -4 ) }  Neste caso o sistema tem uma única solução








2) 
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     A matriz ampliada do sistema é  
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. Vamos obter a matriz LRFE equivalente:
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A matriz acima equivale ao sistema 
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Para cada valor atribuído a z, temos a n-upla  
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 que é solução do sistema.

O sistema tem infinitas soluções e é dito indeterminado.
3) 
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    A matriz associada ao sistema é 
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. Vamos encontrar a  matriz equivalente LRFE. :
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A 3a  linha da matriz LRFE corresponde  à equação 
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 que nos leva a um absurdo 0 = 1!

Neste caso dizemos que o sistema não tem solução, ou que é impossível.
Discussão de um sistema

Vimos pelos exemplos anteriores que podemos ter várias situações para um sistema linear.

Vejamos o que acontece a um sistema de uma equação a uma incógnita:    ax = b
1o ) Se a ( 0, temos que 
[image: image17.wmf]x
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2o ) Se a = b = 0, temos que qualquer número real é solução da equação.

3o ) Se a = 0 e   b ( 0, ficamos com 0.x = b  e a equação não tem solução.

No caso em que temos um sistema com duas equações e duas incógnitas, temos uma interpretação geométrica bastante simples das situações colocadas anteriormente.
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As equações ( 1 ) e  ( 2 ) podem ser interpretadas como duas retas no plano  e temos as seguintes interpretações geométricas:

	1o ) Solução Única

Retas se interceptam num único ponto


	



	2o ) Infinitas Soluções

Retas coincidentes
	



	3o ) Não existe solução

Retas Paralelas
	



Observação: Interpretação análoga pode ser dada a um sistema de 3 equações e três incógnitas. Neste caso cada equação representa um plano no espaço.

No caso geral temos que, dado um sistema 
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ele poderá ter 

i) Uma única solução e neste caso dizemos que o sistema é possível ( compatível, consistente ) e determinado.

ii) Infinitas soluções e neste caso dizemos que ele é possível e indeterminado. 
iii) Nenhuma solução e neste caso dizemos que o sistema é impossível (incompatível, inconsistente)
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Existe um número associado a uma matriz, através do qual podemos identificar em qual das três situações anteriores se enquadra um sistema, bastando para isto analisar as matrizes LRFE equivalentes às matrizes dos coeficientes e a matriz ampliada associadas ao sistema.

Definição: Dada uma matriz Amxn ,  seja   Bmxn  tal que, A ~ B e B é linha reduzida à forma escada. O posto de A, que denotaremos por p ( ou p(A) ) é o número de linhas não nulas de B.    

Exemplos: 

1) A = 
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. Temos assim que p(A) = 2 

2) A = 
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Observação:  O posto p de uma matriz é sempre menor ou igual a n, isto é, p ( n De fato, isto significa que o número de linhas não nulas de uma matriz LRFE não pode ser maior que o número de colunas da matriz, senão ela deixa de ter a forma LRFE.

Tente dar um exemplo de uma matriz LRFE em que  p > n !!!!!
Consideremos  as matrizes LRFE equivalentes às matrizes ampliadas dos  3 últimos sistemas resolvidos anteriormente.

Vamos indicar por  pc – posto da matriz dos coeficientes e

                               pa – o posto da matriz ampliada.  

1) 
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A matriz B acima é a matriz ampliada LRFE de um sistema com m equações ( m = 3) e n incógnitas 

( n = 3)

 pc = 3 = pa  = 3   Sistema possível e determinado
2) 
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[image: image28.wmf]÷
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A matriz B acima é a matriz ampliada LRFE de um sistema com m equações ( m = 3) e n incógnitas

 ( n = 4)

 pc = 3 = pa  < n = 4    Sistema possível e indeterminado.
3) 
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[image: image30.wmf]÷
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A matriz B acima é a matriz ampliada LRFE de um sistema com m equações ( m = 3) e n incógnitas  

( n = 3)

pc = 2  ( pa = 3      Sistema impossível.
A situação ilustrada nos exemplos acima vale geralmente e está enunciada  a  seguir:

Seja S um sistema de m equações e n incógnitas. 

i) S admite solução se e somente se o posto da matriz ampliada é igual ao posto da matriz dos coeficientes, pa = pc = p.

ii) Se as duas matrizes têm o mesmo posto e p = n, então a solução será única
iii) Se as duas matrizes têm o mesmo posto e  p < n , então o sistema é indeterminado. Podemos então escolher n – p incógnitas e escrever as outras  p incógnitas em função destas. Dizemos que n – p é o grau de liberdade do sistema.

Exercício: Supondo que as matrizes a seguir são as matrizes ampliadas de sistemas de equações, analise se os sistemas correspondentes são possíveis e determinados, possíveis e indeterminados ou impossíveis.

1) 
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          2) 
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    4) 
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Resolução e Discussão de Sistemas pelo Método de Gauss 

Até agora resolvemos e discutimos sistemas através da  matriz na forma LRFE , linha equivalente à matriz ampliada do sistema. Podemos resolver e discutir sistemas usando o método de Gauss, que consiste em escalonar a matriz até a forma escalonada ( eliminação gaussiana ) sem precisar ir até a forma escalonada reduzida por linhas ( Gauss-Jordan)

Consideremos a matriz ampliada de um sistema linha equivalente à seguinte matriz
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( I )  que corresponde ao sistema 
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Substituindo o valor de z = 2 na 2a equação obtemos y = 5 e substituindo os valores z = 2 e y = 5 na 1a equação obtemos x = ( 8.

A matriz ( I ) não está na forma LRFE mas a partir dela obtemos, por substituição, a solução do sistema.

Para resolver o sistema por este método, escalonamos a matriz ampliada e obtemos a solução do sistema ( caso exista ) por eliminações sucessivas  das incógnitas

Exemplo:
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 que está  na forma escalonada por Gauss

A última linha da matriz corresponde a  
[image: image39.wmf]2
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A 2a linha corresponde à equação 
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Substituindo os valores encontrados para z e y na primeira equação 
[image: image43.wmf]x

y

z

+

-

=

1

, obtemos 

x = ( 7

Algumas observações sobre os métodos de Gauss e Gauss-Jordan:

1. Definimos o posto de uma matriz através da matriz linha equivalente LRFE. No entanto, o número de linhas não nulas de uma matriz LRFE é o mesmo que o de uma matriz escalonada por Gauss. Assim, se queremos apenas discutir um sistema não precisamos escalonar a matriz até a forma LRFE. Basta colocá-la na forma escalonada.

2. Se o interesse é a resolução completa do sistema é mais conveniente fazer o processo completo, ou seja, colocar a matriz ampliada na forma LRFE. Este método é melhor se resolvemos manualmente sistemas pequenos

3. Para sistemas grandes foi mostrado que o método de Gauss-Jordan requer cerca de 50% mais operações que a eliminação gaussiana. Do ponto de vista computacional é mais interessante portanto a eliminação gaussiana.

Algumas observações sobre sistemas lineares homogêneos

1. Todo sistema linear homogêneo é consistente pois tem x1 = 0; x2 = 0; x3 = 0 ..., ou seja, a n-upla (0,0,0,...,0) como solução: Esta solução é chamada de solução trivial ou solução nula. Se há outras soluções  estas  são chamadas de não-triviais. .

2. Como um sistema linear homogêneo tem sempre a solução trivial, só existem duas possibilidades para suas soluções:

· O sistema tem somente a solução trivial

· O sistema tem infinitas soluções além da trivial

3. Um sistema homogêneo de equações lineares com mais incógnitas que equações tem infinitas soluções

Exercícios: 

1) Usando o método de Gauss, discuta em função de k o seguinte sistema:
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Resposta: Se k ( (5 o sistema é impossível e se k = (5 o sistema é possível e indeterminado

2) Determine o valor de c para que o sistema 
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 seja possível

Resposta: Qualquer valor de c ( 0

3) Dado o sistema S = 
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, determine:

a) Os valores de a para que S seja possível e determinado

b) Os valores de a para que S seja possível e indeterminado.

c) Os valores de a para que S seja impossível

Resposta

a) ( a ( (1  e a ( 3

b) Não existe a

c) a = (1  e  a = 3

Referências Bibliográficas

- Álgebra Linear – Alfredo Steinbruch / Paulo Winterle

- Álgebra Linear – Boldrini / Costa / Figueiredo / Wetzler

- Álgebra Linear – Caliolli

- Álgebra Linear com Aplicações – Anton / Rorres
PAGE  

_901892109.unknown

_982313249.unknown

_1060631849.unknown

_1060632204.unknown

_1060665322.unknown

_1079330274.unknown

_1060632618.unknown

_1060631956.unknown

_982582811.unknown

_982582875.unknown

_982994050.unknown

_982582947.unknown

_982582844.unknown

_982392177.unknown

_982582521.unknown

_982392089.unknown

_981960609.unknown

_982311771.unknown

_982312036.unknown

_982131018.unknown

_982156249.unknown

_982130937.unknown

_902315998.unknown

_902316407.unknown

_902317048.unknown

_902320789.unknown

_902316475.unknown

_902316117.unknown

_901892201.unknown

_901887636.unknown

_901889027.unknown

_901890379.unknown

_901891200.unknown

_901891306.unknown

_901891378.unknown

_901891126.unknown

_901889070.unknown

_901888882.unknown

_901887995.unknown

_901888048.unknown

_901887316.unknown

_901886383.unknown

_901886462.unknown

